Вариационное исчисление и методы оптимизации

Специальность – Математика

Курс – 3, семестр - 5

Часть 1. ВАРИАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
Семинар № 2. Уравнение Эйлера
Рассматриваются примеры применения условия Ферма для различных конкретных функций и комплекс связанных с ними проблем.
В лекции № 3 приводится следующий результат:
Теорема. Если достаточно гладкая функция u является решением задачи Лагранжа минимизации функционала
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на множестве гладких функций, удовлетворяющих условиям
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то она удовлетворяет уравнению Эйлера XE "уравнение:Эйлера" 
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Рассматриваются следующие примеры

Пример 1. Требуется минимизировать функционал
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на множестве дважды непрерывно дифференцируемых функций, удовлетворяющих граничным условиям
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Справедливо равенство 
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В результате уравнение Эйлера принимает вид
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Полученная краевая задача имеет решение 
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 которое и минимизирует рассматриваемый функционал. Действительно, данный функционал можно представить в следующем виде
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Понятно, что его значения никак не могут быть меньше, чем -1, причем последнее может достигаться исключительно при 
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Пример 2. Рассматривается задача минимизации функционала
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на множестве функций 
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удовлетворяющих условиям
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Мы имеем задачу Лагранжа с подынтегральной функцией
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Соответствующее уравнение Эйлера имеет вид
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Отсюда следует, что выражение в круглых скобках последнего равенства есть константа, т.е.
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Отсюда находим
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а значит,
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Таким образом, производная 
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 равна некоторой константе 
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. Интегрируя равенство 
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 получаем 
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Для нахождения двух неизвестных констант имеем равенства (2). Получаем
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В результате искомая функция определяется по формуле
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Отметим, что функционал (1) выражает расстояние между точками, определяемыми равенствами (3.8), вдоль кривой 
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 Полученный результат оказывается вполне тривиальным: кратчайшим расстоянием между двумя точками оказывается прямая, соединяющая эти точки. (
Пример 3. Задача падения тела. Рассмотрим процесс падения тела под действием собственного веса. В качестве функции состояния выбираем высоту тела у над землей. Определим его полную механическую энергию E(t) в произвольный момент времени t. Она складывается из кинетической энергии K(t) и потенциальной энергии U(t) 
E(t) = K(t) + U(t).

Потенциальная энергия представляет собой энергию сил тяготения и равна произведению веса тела Р на его высоту над землей

U(t) = -Р x(t) = -mgу(t),

где m – масса тела, g – ускорение свободного падения, а знак "минус" обусловлен тем, что действие сил тяготения направлено в сторону, противоположную возрастанию координаты у. Кинетическая энергия пропорциональна квадрату скорости v движущегося тела. 
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В результате находим значение полной механической энергии падающего тела в произвольный момент времени
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Рассмотрим некоторый интервал времени [t0 , t1] , на протяжении которого тело продолжает падать. При этом совсем не обязательно, чтобы момент времени t0 соответствовал началу, в t1 – концу падения тела. Предположим, что начальное и конечное положения тела известны и принимают некоторые значения х0 и х1 соответственно, т.е. справедливы равенства

                                                 y(t0) = y0,  y(t1)  =  y1.                                                    (4)

Все траектории  y = y(t)  при  t([t0,t1] , удовлетворяющие условиям (4), будем называть допустимыми. Зададимся вопросом, какой из допустимых траекторий соответствует минимальные затраты энергии?
Если бы в процессе движения энергия тела не менялась и была бы равна некоторому значению Е*, то энергетические затраты за время от t0 до t1 были бы равны  Е*(t1 – t0) . Однако, как видно из формулы (3), по мере падения тела его энергия меняется, поскольку со временем происходит движение тела. Тогда для вычисления затрат энергии на данном интервале времени, соответствующей допустимой траектории х, следует проинтегрировать равенство (3) по времени. В результате находим величину
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которая называется действием системы на интервале времени  [t0 , t1]  с допустимой траекторией y и выражает затраты энергии в процессе движения тела от точки х0 до точки х1 по траектории y = y(t). 

Для решения полученной задачи Лагранжа воспользуемся уравнением Эйлера. В данном случае подынтегральная функция равна
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Тогда уравнение Эйлера имеет вид
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Полученное соотношение соответствует второму закону Ньютона для прямолинейного движения для случая под действием силы тяготения. В частности, выражение 
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 есть вес тела. Итак, уравнением Эйлера для задачи минимизации действия системы оказывается классическое уравнение движения
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